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第2章1因子実験（完全無作  化牡〕   
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実験計画法入門

第 2 章 1 因子実験(完全無作為化法)
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国手実験．．．因子を一つだけとりあげ、そ  

比較をする実験  

いま、1つの因子Aだけをとりあげ、その水準を  Al，Aコ，…，A。  
また、各水準でm回の繰り返し実験をすることとする。つまり、全体でαm回  

の実験を行うことになる。  

この血陀回の実験のやり方として、次の3つの方法がある。  

■≡墓宇   
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1 因子実験 ・・・ 因子を一つだけとりあげ、そのいくつかの水準の聞の

比較をする実験

いま、 1つの因干A だけをとりあげ、その水準を Al' A2' …，A α とする。
また、各水準でη回の繰り返し実験をすることとする。つまり、全体で αη回

の実験を行うことになる。

この αη回の実験のやり方として、次の 3つの方法がある。

" 

完全無作為化法

乱塊法

・ラテン方格法
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完全無作為化法  
■！．■  
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回の実験すべてをランダムな州  ＝● 血相   

これは、とりあげた国子の水準を変えるとt  こと以外の実験の場の変動  コ   

をランダム化することによって確率的な変動をするものとなり、実験誤差に  

含めて考えることができるという方法である。  

■≡墓宇   
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完全無作為化法

完全無作為化法 ...αn回の実験すべてをランダムな順序で行う実験のやり方

これは、とりあげた因子の水準を変えるということ以外の実験の場の変動

をランダム化することによって確率的な変動をするものとなり、実験誤差に

含めて考えることができるという方法である。
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嵩 工  
から生産され■古製  

反応温度（A）だけをとりあげ、これ  

1ヨ0℃（Al）、140℃（A2）、160℃（A3）、  
即   

ナ春水準の繰り返し数は5回とL、合計20回の実験をラ  

ことにした。その順番を乱数表を使って艶めたところ表2．1のようになった  ○  

11111 1副 11・11 111 11・11 11・11 1IJ 11・i山即 11・U 1 111 1副副 111 UI IJ 凶 目

例題 2.1

ある化学工程から生産される製品の強度を高めるための実験をする。因子

として反応温度(A)だけをとりあげ、これの最適条件を見出すために、水準と
して 120 t (A，)、140 0C(A2)、160 0C(A3)、180 0C(A4) の 4 水準を選んだ。
各水準の繰り返し数は 5固とし、合計 2 0 回の実験をランダムな順序でする

ことにした。その順番を乱数表を使って決めたと ころ表 2.1 のようになった。

2 3  4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
A， A、 A. A. II.4.. A、 A、 A?II A、 A， A.. A~I I A~ A? A， A，II A， A.. A? A 

第 1 日 第 2 日 第 3 日 第 4 日 第 5 日

表 2.1 完全無作為化法による実験

11 I j' 11 11 j' 
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集散は1日に4回しかできないので実験の期間は5日となる。この実尉こ  

よって得られたデータが表2．2であるよ・   

．■ ．J  

水準   AI A望 A3 A4   

繰  丁．g 阜．0 乱ユ 8．3  

丁．与 阜．¢ 乱9 丁月  

返  丁．g 島．1 乱古 7．畠  

丁．6 阜．4 畠．4 丁．9  

し  丁．7 阜．1 乱4 8．1   

∨．＿■  占■．．」   

J■■■■－－－－－・・l・  

II IIIDJI 1 111 1111 Ii I 11 且1 1 II IJI IIJ・I 11・IUJ刷 II UI I 11・IIIIJ・

実験は 1 日に 4 回しかできないので実験の期間は 5 日となる。この実験に

よって得られたデータが表 2.2である。

水準 A， A， A， A. 
韓 7.9 8.0 8.3 8.3 

7.5 8.6 8.9 7.8 

返 8.1 8.5 7.8 

7.6 8.4 8.4 7.9 

し 8.1 8.4 8.1 

表 2.2 製品の強度
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いった場合の実験データは一般に軸で表す忘  う   

宇jは繰返しを表す云実験データは一般に表2．3の  

表2．3完全無作為化牡による実験データ  

善一＝ 
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こういった場合の実験データは一般に山3 で表す。添字zは因子の水準を、

添字 3 は繰返しを表す二実験データは 般に表 2.3のようにまとめられる。

水準 A， A 2 •• • A， ••• A. 
Xll X21 •• • Xi1 ••• X.， 

繰 X12 X22 ••• Xi2 ••• X.2 
返 • • • • • • • • • • • • し

Xln X2n •• • Xin ••• Xαn 
和 Xl X2 •• • Xi •• • Xα 
平均 Xl X2 ••• X， ••• 2α 

表 2.3 完全無作為化法による実験データ
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恥＝軸  
j＝1  

＝A王水準でのデータの和  

m  

1  

∬盲．＝■∬卓．＝  
†l  

∑鞘＝A盲水準での  
j＝1  

¢m  

乱＝∑∑寓＝全データの和  
i＝1j■＝1  

■■＿  
叫声≡重宝＝争卑重囲値   監 

瓜．  ¶  

∑∑  
1  

一昔．．＝  
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eij：データ鞘に含まれている実験誤差  

ここで恥を次のように変形する。  

ただし  

■   

11 11・IIJ・11 111 1 "・11I 1J 刷1I~lIl j ・111 11 1 11・1111Ij 11・I111Ij 
データの構造模型

データの構造模型を次のように設定する。

(2.1 ) zり =μi+ eij 

向。 A，水準での真の特性値未知

母数 データ Xijに含まれている実験誤差eij 

ここでμzを次のように変形する。

的 =β+(1'.一 β)

(2.2) =μ+αs 

一μμ
 
一一α 

一μ一一μ 
μ
 

α

工
出

1
-
α
 一一

一μ

l引

ただし



〟は武水準での真の特性値仙囲，…，恥の平均であることから、  
十由平立と呼ばれる。  

と呼ばれる。  叫は匪の犀．からのずれであることから、A由  

【l  

また、∑叫＝0である。  
王＝1   

誤差瑚は実験順序の無作為化により確率変数の実現値とみなすことが  

■≡墓宇   

1 11・11 111 1 11・11 111 1 11・1 1 11・11 1副 1 11111 1刷 1 11・11 1 111 1自由 1 111 州副 凶 刷
- μは A i水準での真の特性値μ1，μ2， ..内 の平均であることから、

一般平均と呼ばれる。

- αaはμzのβ からのずれであることから、 A の主効果と呼ばれる。

また、 乞 αi= Oである。

- 誤差 eりは実験順序の無作為化により確率変数の実現値とみなすことが

できる。そこで、誤差 eりは互いに独立で正規分布N(o，f)に従う変量
であると仮定する。

誤差分散と呼ぶ

11 1 11 1" 



以上のことをまとめると、データの構造模型は耽  

〔2．3）  ∬専＝〝＋叫＋瑚  

〟：一般平均  

鴫：Aの主効果   

句：誤差、正規分布叫0，㌔）に従う  

■≡墓宇   

III IIDJI 1 111 1111 Ii I 11 且1 1 II IJI IIJ・I 11・IUJ刷 IIUI I 11・IIIIJ・
以上のことをまとめると、データの構造模型は次のようになる。

" 

Xij =μ+αi+e り (2.3)

μ 一般平均

向 A の主効果

eij 誤差、正規分布N(O，".2) に従う

11 
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』血  

鮎■忘嵐鮎・ふ．＿  

分散分析   

ここでは、水準Al，Aヨ， ‥・，A。の間に違いがあるかどうかを調べ古。  

この間鹿に対してAの主効果α1，α2，・・・，恥はすペて等しいとい  

晶：α1＝咄＝ ‥・＝αα＝0  

を検定する。  

この検定は分散分析法に基づいてなされる。   

III IIDJI 1 111 1111 Ii I 11 且11 II IJI IIJ・I 11・IUJ刷 II IJ U 1 II UIIJ I 11 

分散分析

ここでは、水準 A 1J A2' J Aa の聞に違いがあるかどうかを調べる。

この間題に対して A の主効果的， α2，"'， Ct:aはすべて等しいという仮説

Ho・α1α 2=...=aa=O

を検定する。

この検定は分散分析法に基づいてなされる。

" " 



■曝妃≠一夕恥恥 ・・・，∬nが与えられているとする。  

データのばらつきは、個々のデータの全体の平均値からの偏差の2乗和  

n  

∑廟一息）丑  

i＝1  

としてはかられる。  

今の場骨の全実験データのばらつきは  

瓜m  

み＝∑∑〔鞘一恵・・）ヨ  

‘1－ 1  叩  

・は出るい 

を癖缶和 

． 

l毒  

この鈷  

1I IIIDJiIj 1 11 11111 Ij I 11 且11 II IJI IIJ・1 II I.IUJ刷 II UI I 11・IIIIJ・ " 
一般にデータ Xl，X2，"， Xn が与えられているとする。

データのばらつきは、個々のデータの全体の平均値からの偏差の 2乗和

乞CXi -:;:.)' 

としてはかられる。

今の場合の全実験データのばらつきは

a n 

5T=LL C均 一王)'

によってはかられる。

この 5T を総平方和と呼ぶ。

" " 
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次に、この絶平方和鈷をばらつきを与える原因別に分解する。そこで  

考えられる次の2つの原田に分解する。  

（1〕．水準の変化による原因  

（町実験誤差による原因  

この2つに紐平方和を分解すると次のようになる。  

皇丑  
【l   仏和  

∑∑鮎一恵卓・）2 

壷＝1j■＝l  

（2・4）   
元 一豆）竺±＿  

ち聖・）二三聖  
■■■＿  

j＝1j＝  

ー   A間平方和島l ≡誤差平方和島  

t蓋・・   

11111 1副 "・ 11 111 11・II 11・11 1IJ 11・i山釦 “・U I 11・l副副 111 UI IJ 

次に、この総平方和ST をばらつきを与える原因別に分解する。そこで
考えられる次の 2 つの原因に分解する。

(1 )水準の変化による原因

(2) 実験誤差による原因

この 2つに総平方和を分解すると次のようになる。

L 2:)Xij -xj2 = n ~二 (Xi. -X..)' + L L (Xij -Xi.)' (2.4) 

I 
誤差平方和 S，

I 
A 開平方和 SA

" "" ¥' 
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r・｛－′ご ‾上＿∴■u  
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澗   
．＿＿   

照喜  
脚■∴    トl．．、  

■．丁 ‾   

＿ こ  ・．二  し  
・召  

■＿■  ■さ、  

環   

－ か      ■■l「   

・ノ11√′ ■   1l－l＿   ‾   h ＝（和一岳‥〕＋（鞘一軋  、■ 

『   

■・・ l、－rl←l  

．阜   

√・L■．V．l′ ∫■■⊥二・■・・  

と分解し  この両辺を2乗すると  

）2＝（和一庶」望  

となる。ここで、両辺の盲、ゴについての和をとると  

瓜Tl （lm α¶  

∑∑（和一打2＝∑∑庫一打コ＋∑∑（∬  
叩  

塵＝1j＝1  壷＝1j＝1  古＝1j＝＝1  

庄 和 r∴＿   芦  

∑∑匝≠毒・・）由二塾  ー ＿二‾‾  

ー  

t蓋・・   

"・IIDJiIj "・I111Ij 11 且l II III IIJ・ "・ I~ J刷 II UI "・1111J ・ 11 

(2.4)式の証明

Xij -X.. = (Xi. -X..) + (的j -Xi.) 

と分解し、 この両辺を 2 乗すると

(同'i-X..)2 = (Xi -X..)2 + (町ij -Xi.)2 +2(Xi . -X..)(Xij -Xi.) 

となる。ここで、 両辺の Z，J についての和をとると

L 2)Xij -X.)2 = L L (Xi 一王)2+ LL(X ij -x;.)' 

+2LL( 呈i. -X..)(均 一ゑ)

11 11 
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■■・L．・l不・．■・・■■・ヽTnⅣ『r  

メ．亜叩lきL「・．■  

両辺の各項を見てみると  

（l†l  

左辺＝∑∑（和一可丑＝み  

塵＝1j■＝1  

亘王！・－王一斑妄 和一打2＝』∑ 

□  

右辺第一項＝∑l  
壷＝1   

〔和一打丑＝鮎  

（lTl  

右辺第二項＝∑∑（鞘一和）3＝島  
虚＝1ゴ＝1  

α冊  

右辺第三項  

（l rr 

∑良一豆・・）∑（瑚一和）  

i＝1＝ニーニ＿i＝j＝1  

．、戸口‾り＋  l＋   
0  

よって成立。   

11 111 UI IJ 11・l副副“・1111・i山釦11・11 1IJ 11・l
両辺の各項を見てみると

11・11 111 11 111 1副

左辺 =L L (x'j -X..)2 = ST 

右辺第項=副 会 |ー )2司会一 )2 = SA 
右辺第二項=LL (匂 -X，.)2 = S， 

-z
 

z
 
nZ
同

-Z
 

-Z
 

α
ヤ
ム
同
。“

-z
 

z
 

-Z
 

-Z
 
nZ
M
 

aZ
同

項第辺右

=0 = 2 ~(X'-X. . ) [去一

11 11 ¥' 

よって成立。I 
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分散分析表  

変動周   平方和   自由度   平均平方   昂   平均平方の期待値   

A間  耳A  也－1〔＝如）   （＝叫   軋／一三   J宜＋陀璃  
α．  

誤差  島  血（氾－1）（＝卓．）   
島  
1（＝瑚  ㌔   

巾－1  

紐   み   肌－1（＝如）  

表2．4 完全無作為化法の分散分析表   

1: 11・1111I I 11 111 11 I 1 111 11 1 II~III ' ・ 1 11・11I 1J 刷 1 11・111 I 11・11'・ 11 

分散分析表

変動因 平方和 自由度 平均平方 Fo 平均平方の期待値

A 間 SA α1(=φ A) δ~(= VA) VA/V， (J2 + nσ2 A 
α~1 

誤差 S， α(n -1)(=φ，) 
S， 

σ 2 
(n-一1)(=V，)

総 Sr 叩ー 1(ー φγ)

表 2.4 完全無作為化法の分散分析表

l引
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棚・  
こ：■r．LL二■こ  

車輌－り 彗‡   
r■l   

氾．  

瓜－1  

"・IIDJiIj "・I111Ij 11 且l II III IIJ・ "・ I~ J刷 II UI "・1111J ・ 11 

期待値の計算の証明

E{VA} = E{元}=出E{さ何ま)'} 

=出E{さいi- eH)' } 

=出E{~ ai'+ 2~向 (ëi.-e..) +喜(ei.-e..)'} 

=出[E{会α;，}+2ド{ei -e}ベさ(ei. -e..)'}] 

11 11 
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‡  ‡ 

瓜．  

＝∑明宝となる。  

菖＝1   

叫2  

古＝1  

α盲は母数なので、且   

また、誤差軸は正規分布に従うという仮定、すなわち叫舗＝‾■0  
から且Ⅰ缶一己．Ⅰ＝0となる。ゆえに  

郎 
‡  

e盲．－e．．  

＝（α」）叫白木（α－1〕   
m  

†■ 
．∴ニニ≡澗 ⊥ニ 

（l ∑  壷＝1  

叫2＋〔庄一1）  ＝㌔＋冊A 丑   

を得る。  且†鴨‡に関しても同様にできる。  

Illl■ll■ ll■llll■ ■ ll ll■l ll ll■■ll■ ■ ll ll■ll  

1I IIIDJiIj 1 111 1111 Ij I 11 且1 1 II IJI IIJ・1 III .IUJ刷 IIUI I 11・IIIIJ・

αzは加ので E{会αi2 }=会α2 となる
また、誤差 eりは正規分布に従うという仮定、すなわちE(向j) = 0の仮定
から E{ei. -e..} =0 となる。ゆえに

会斗 e} = 0 
また

E{会(ei. -e十
以上のことから、

肌}=出[吉川-4=~A2
を得る。 E{九}に関しでも同様にできる。

" " 
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＿』  

．．』   鮎■忘嵐鮎・ふ．＿  
最適水準の決・定  

』．・   
検定をした結果、国子Aの水準間に有意な善があると判定されたとする  

このとき、水準間の差や最適水準はどれか？といった問題が起こる。いま、  

〇
．
A
 
 

、
■
■
．
 
 
 

L
 
 

の主効果を叫とおいているので、叫を推定することとなる。  
・ 

． 

ることにする。   

まずは〃＋叫の点推定を考える。  

王鞘＝両相＝世小職＋包・   ∬盲．  

から  

且†軋I＝且h＋叫＋吉卓・‡＝〃＋叫  

馳極毎㌢偶・｝＝土J2                    †l  

を得る。  

"・IIDJiIj "・I111Ij 11 且I I II III IIJ・ "・ I~ J刷 II IJU I nU11J 1I 

最適水準の決定

検定をした結果、因子 A の水準聞に有意な差があると判定されたとする。

このとき、水準間の差や最適水準はどれかワといった問題が起こる。いま、 A

の主効果を向とおいているので、 αg を推定することとなる。

ここでは、向の代わりに向に定数μを加えたμ+向を A の主効果と考え

ることlこすーる。

まずはμ+向の点推定を考える。

カミら

を得る。

2z zjZZZ2 =iD+α i+eij)= μ+αz+Ez 

E{Xi.} =E{μ+αi+凸}=μ+αg

Var{Xi.} =V，町制 =iσ2

" 

(2.5) 

(2.6) 

" 
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酎こ〃＋α卓の区間推定を考える。Jけα塵の95％信頼区間は、分散分析表  

から鴨はげ2の普遍推定量であることと、鴨の自由度が瓜〔和一1）であるこ  

とがわかるので  

豆盲．土士h（陀－1），  

で与えられる。  

まとめると  

点推定  ：A盲水準でのデータの平均値＝範  
＿       ●－  ‾   

‾「  
ll■■llll  

III IIDJI 1 111 1111 Ij 1 "且11 II IJI IIJ・1 III .IUJ刷 II IJ U 1 II UIIJ I 

次にμ+向の区間推定を考える。 μ+向の 95% 信頼区間は、分散分析表

から V，はσ2 の普遍推定量であることと、九の自由度が α(n -1) であるこ
とがわかるので

ゑ土 t(α (n-1)， 0.05))':;' 

で与えられる。

まとめると

点推定 Ai 水準でのデータの平均値=Xi 

信頼区間 (95%) 白土帥

" I 円 1 111 1 1 111 1川 門 1 IIl lm l 1 11・11 1 111 11 111 1 11 1 11 1 
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